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PRIMITIVA DE UNA FUNCIÓN 
 

Nos planteamos si dada una función f, existe otra F tal que F’ = f. 

 

Ejemplos: 

Si xxf 2)( = , entonces puede ser: 
2)( xxF = . 

Si 
23)( xxf = , entonces puede ser: 5)( 3 += xxF . 

Si xxxf += 22)( , entonces puede ser: 3
2

1

3

2
)( 23 −+= xxxF . 

 

Se llama primitiva de una función f(x) a otra función, F(x), cuya derivada es f(x), es decir, F’(x)=f(x). 

Si F(x) es una primitiva de f(x), F(x)+C también es primitiva de f(x), para todo número real k. 

El conjunto de todas las primitivas de una función f(x) se llama integral indefinida de dicha función y 

se escribe: 

 dxxf )(  

Si F(x) es una primitiva de f(x), se tiene: 

CxFdxxf += )()(  

   
 

Por tanto, si F(x) es una primitiva de f(x), se tiene: 

kxFdxxf += )()(  
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PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 
 

1.    +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()(   

2.  = dxxfkdxxkf )()(   

3. Si   CxFdxxf += )()( ,  entonces  C
m

nmxF
dxnmxf +

+
=+

)(
)(  

4. Si   CxFdxxf += )()( ,  entonces       CxuFdxxuxuf += )()`()(  

 

INTEGRALES INMEDIATAS 
 

Los siguientes resultados son consecuencia inmediata de las correspondientes propiedades de las 

derivadas. Se les llama integrales inmediatas: 

 

FORMA SIMPLE FORMA COMPUESTA 

1,
1

1

−+
+

=
+

 nC
n

x
dxx

n
n  ( ) ( )

( )
1,

1
'

1

−+
+

=

+

 nC
n

xf
dxxfxf

n
n

 

Cxdx
x

+= ln
1

 
( )
( )

( ) Cxfdx
xf

xf
+= ln

'
 

Ca
a

dxa xx += ln

1
 ( ) ( ) ( ) Ca

a
dxxfa xfxf += ln

1
'  

Cedxe xx +=  ( ) ( ) ( ) Cedxexf xfxf += ·'  

Cxxdx +−= cossen  ( ) ( ) ( ) Cxfdxxsenfxf +−= cos'  

Cxxdx += sencos  ( ) ( ) ( ) Cxsenfdxxfxf += cos'  

Cxxdx +−= coslntg  ( ) ( ) ( ) Cxfdxxtgfxf +−= cosln·'  

( ) Ctgxdxxtg
x

dx
+=+= 

2

2
1

cos
 

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) Cxtgfdxxftgxf
xf

dxxf
+=+= 

2

2
1'

cos

'
 

( ) Cgxdxxg
xsen

dx
+−=+=  cotcot1 2

2
 

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) Cxgfdxxfgxf
xfsen

dxxf
+−=+=  cotcot1'

' 2

2
 

Cx
x

dx
+=

−
 arcsen

1 2
 

( )

( )
( ) Cxarcsenfdx

xf

xf
+=

−
 21

'
 

Cx
x

dx
+=

−

−
 arccos

1 2
 

( )

( )
( ) Cxfdx

xf

xf
+=

−

−
 arccos

1

'
2

 

Cx
x

dx
+=

+
arctg

1 2
 

( )
( )

( ) Cxarctgfdx
xf

xf
+=

+ 21

'
 

 

EJEMPLOS 
 

Descomposición: expresamos la función como combinación lineal de otras funciones que sabemos 

integrar: 



el blog de mate de aida: MATEMÁTICAS II      Pág.3 
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( ) Cxarctgx +++= 21ln
2

1
3  

 

EJERCICIOS PROPUESTOS 
 

2º.- Resuelve las siguientes integrales inmediatas: 

 1.  =







− dx

x
x

2

4 3 5
2  C

x

x

x
+−−=

3

8025

5

8 4
3

2
5

 

 2.  =
+−

dx
x

xxx 234

 Cxx
x

++−= ln22
4

3
4

 

 3. 
( )
 =

+
dx

x

x
2

1
 C

xx
x +++=

5

2

3

4
2

53

 

 4.  =
+

dx
x

x

5

3
2

 Cx ++= 5ln
2

3 2  

 5.  =
+

+
dx

xx

x

4

84
2

 Cxx ++= 4ln2 2  

 6.  =− dxxx 32 14  ( ) Cx +−−=
331

9
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 7.  =
+

dx
x

x
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2

2
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3

2 2  
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−

−
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+
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+
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 12. = dxxx 2cos2sen3  
( )

C
x

+=
4

2sen

2

1
4

 

 13.  =
+

dx
x

x

91

3
 ( ) Cx += 3arctg

3ln

1
 

 14.  =







− dx

x
x

5
24 3  Cx

x
+−= ln5

7

8 4
7

 

 

MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 
 

1º.- INTEGRACIÓN POR PARTES: 

 

La fórmula para la derivada de un producto es: D[u(x) × v(x)] = u'(x) × v(x) + u(x) × v'(x) 

que, expresada en notación diferencial, queda así: d[u(x) × v(x)] = du(x) × v(x) + u(x) × dv(x) 

Despejando el último sumando, queda:   u(x) × dv(x) = d[u(x) × v(x)] - v(x) × du(x). 

Si integramos en los dos miembros:  −= duvvudvu  

Para aplicar la integración por partes, se debe procurar que la nueva función a integrar resulte más 

asequible que la integral inicial. 

 

Ejemplo:  = dxex x  

Llamando: dxedueu xx ==  

   ===
2

2x
xdxvxdxdv  

Queda: dxe
xx

edxex xxx

 −=
22

22

, que resulta menos asequible que la integral inicial. 

 

Llamemos:  dxduxu ==  

   === xxx edxevdxedv  

Con lo cual: Ceexdxeexdxex xxxxx +−=−=   

  

Ejemplo: ( ) ( ) =− dxxx 2sen57 2  

Llamando: xdxduxu 1457 2 =−=  

   −===
2

)2cos(
)2sen()2sen(

x
dxxvdxxdv  

Queda: ( ) ( )
( ) ( )

dxxx
xx

dxxx  +
−

−=− )2cos(7
2

2cos57
2sen57

2
2 . 

 

Volvemos a aplicar el método de integración por partes: 

 

Llamando: dxduxu 77 ==  

  
2

)2sen(
)2cos(

x
vdxxdv ==  

Nos queda: 

 ( ) ( )
( ) ( )

=−+
−

−=−  dx
xxxxx

dxxx 7
2

)2sen(

2

)2sen(7

2

2cos57
2sen57

2
2  



el blog de mate de aida: MATEMÁTICAS II      Pág.5 

 
( ) ( ) ( )

C
xxxxx
+++

−
−=

4

2cos7

2

)2sen(7

2

2cos57 2

 

 

Ejemplo: ==  xdxeI x cos2  

Llamando: dxedueu xx 22 2==  

  xvxdxdv sencos ==  

 

 dxexexdxexI xxx 222 2sen2sen2cos  −== . Aplicando nuevamente el método de integración 

por partes a la última integral, tendremos: 




−==

==

xvxdxdv

dxedueu xx

cossen

42 22

 

 

  IexexdxexexexI xxxxx 4cos2sen4coscos2sen 22222 −+=−−−−=   

 

Por tanto, despejando I y añadiendo la constante de integración, obtenemos la integral buscada: 

 

( )
C

xxe
xdxeI

x
x +

+
==  5

cos2sen
cos

2

 

 

2º.- INTEGRACIÓN DE FUNCIONES RACIONALES: 

 

Se trata de hallar la integral = dxxfI )( , siendo 
)(

)(
)(

xq

xp
xf =  una función racional, en la que el 

numerador y el denominador son dos polinomios en x (sólo veremos los casos en los que el denominador 

es menor o igual que 2). 

 

En principio hay que distinguir dos casos: 

 

2.1.) El grado de p(x) es mayor o igual que el grado de q(x): 

 

Dividiendo el numerador p(x) por q(x) se obtiene el polinomio cociente c(x) y el polinomio resto r(x), 

cumpliéndose: 

)(

)(
)(

)(

)(

xq

xr
xc

xq

xp
+= ,  

con lo que resulta que la integral es: 

 +== dx
xq

xr
dxxcdx

xq

xp
I

)(

)(
)(

)(

)(
 

Como el grado del resto es inferior al del cociente, se ha pasado al segundo caso, que se estudia a 

continuación. 

 

Ejemplo: Cxxdx
x

dx
x

x
dx

x

x
+−+=

−
+

−

−
=

−  2·ln2
2

2

2

2

2
 

 

Ejemplo: 
( )

Cx
x
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x

x
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x
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x

x
I +−+=

−
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−
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Ejemplo: ( )Idx
x

x
=

+

−
 3

12 3

 

Puesto que el numerador no es de grado inferior al denominador, tenemos que efectuar la división: 

 


+

−+−=
+

−
+=

3

55
1862

3

12 2
3

x
xx

x

x

divisor

resto
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( ) Kxx
xx

dx
x

xxI ++−+−=








+
−+−=  3·ln5518

2

6

3

2

3

55
1862

23
2

 

 

2.2.) El grado de p(x) es menor que el grado de q(x): 

 

El primer paso es descomponer en factores el polinomio denominador q(x). Puede ocurrir que haya 

raíces reales simples, raíces reales múltiples o raíces complejas. 

2.2.A) Raíces reales simples: 

aritmos
rx

B

rx

A

axq

xp
rxrxacbxaxxq log

1

)(

)(
))(()(

21

21

2 








−
+

−
=−−=++=  

Los números reales A, B se calculan por identificación de los coeficientes de los polinomios. 

 

Ejemplo: ( )Idx
xx

x
=

+

−
 2

2
 

Puesto que el numerador es de grado inferior al denominador, factorizamos el denominador: 

 

Como: ( )
( )
( )

( ) ++=−
+

++
=

+

−


+
+=

+

−
+= xBxAx

xx

BxxA
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x
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2
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( ) 3;2
2

1
·2 =−=









−=

=+
++=− BA

A

BA
AxBAx . Por tanto: 

 

( ) Kxxdx
xx

I +++−=








+
+

−
=  1·ln3·ln2

1

32
 

 

Ejemplo: ( )Idx
xx

xxx
=

−−

+−+
 67

7104
3

23

 

Puesto que el numerador no es de grado inferior al denominador, tenemos que efectuar la división: 

 

67

1334
1
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3

2

3
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−−

+−
+=

−−

+−+
+=

xx

xx

xx

xxx

divisor

resto
cociente

divisor

dividendo
 

 

Descomponemos el denominador en factores, calculando sus raíces: 

 

( ) ( ) ( )3·2·1673 −++=−− xxxxx  
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Descomponemos la fracción: 

 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )( )


−++
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−
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+
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=
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( )( ) ( )( ) ( )( ) 2;7;52131321334 2 ==−=+++−++−+=+− CBAxxCxxBxxAxx  
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Ejemplo: ( )Idx
x

x
=

−

−
 1

23
2

 

Puesto que el numerador es de grado inferior al denominador, factorizamos el denominador: 
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−

+
+

=
−

−
−+=− 2/1;2/51·1·23

111

23
111

2

2 BAxBxAx
x

B

x

A

x

x
xxx

 

( ) Kxxdx
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2.2.B) Raíces reales múltiples: 

( )
potencialfunciónaritmos

rx

B
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Los números reales A, B se calculan por identificación de los coeficientes de los polinomios. 

 

Ejemplo: 
( )

( )Idx
x

x
=

+

+
 3

3

52
 

Puesto que el numerador es de grado inferior al denominador, y el denominador tiene raíces múltiples, 

intentamos la siguiente descomposición: 

 

( ) ( ) ( )
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Ejemplo: 
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x

xx
=

−
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2

2
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Puesto que el numerador es de grado inferior al denominador, y el denominador tiene raíces múltiples, 

intentamos la siguiente descomposición: 
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=
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( )
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Ejemplo: ( )Idx
xx

=
− 32

1
 

Descomponemos el denominador en factores, calculando sus raíces: 

 

( )xxxx −=− 1232
. Tiene una raíz doble y una simple. Descomponemos la fracción: 
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Ejemplo: ( )I
x
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x

x
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−
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Descomponemos la fracción: 
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( ) ( )
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−
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Caso especial: 

Si al descomponer en factores el denominador aparece un factor que no tiene raíces reales: 

Al descomponer en fracciones simples, en el numerador correspondiente escribimos un polinomio de un 

grado menos que dicho factor. 

Ejemplo: ( )
2

4

4

1

x
dx I

x

+
=

−  

Descomponemos el denominador en factores, calculando sus raíces: 

 

( )( )( )4 21 1 1 1x x x x− = − + + . Descomponemos la fracción: 

 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )( )

2 2 22

4 2 2

1 1 1 1 14

1 1 1 1 1 1 1

A x x B x x Cx D xx A B Cx D

x x x x x x x

+ + + − + + + −+ +
= + + = 

− − + + − + +
 

 

5/ 4; 5/ 4; 0; 3/ 2A B C D = =− = = −   

 

( ) 2

5 / 4 5 / 4 3 / 2 5 5 3
ln 1 ln 1

1 1 1 4 4 2
I dx x x arctgx K

x x x

 
= − − = − − + − + 

− + + 
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3º.- INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN O POR CAMBIO DE VARIABLE: 

 

Consiste en introducir una nueva variable, t por ejemplo, mediante un cambio convenientemente elegido. 

Si el cambio es x=g(t), diferenciando se obtiene dx=g'(t) dt, con lo que resultaría la integral: 

   )()()`()()( 1 xgFtFdttgtgfdxxfI −

  ====  

La eficacia del método depende de la habilidad para acertar con un cambio de variable con el que la 

segunda integral sea más sencilla que la primera. 

 

Es decir, el cambio de variable consiste en identificar una parte del integrando con una nueva variable, 

de manera que obtenemos una integral más sencilla: 

 

Ejemplo: 
( )

−
dx

x

x
32 3

 

Hacemos el cambio:  ===−
x

dt
dxdtxdxtx

2
232  

( )
( )   +−−=+−===

−

−− Cxkt
t

dt

x

dt

t

x
dx

x

x 222

3332
3

4

1

4

1

2

1

23
 

Ejemplo: 
+

dx
x

x
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3
 

=+

+−

===
















==

+=

=
+

  

+−

−
C

t
dtt

t

dt

dt
xdxxdxdt

xt

dx
x

x

1
2

114

3

14

314
3

14
14

71

71

3
1

2

1

2
1

2

2
 

Deshaciendo el cambio: 
( )

CxC
x

++=+
+

= 2
2

1
2

71
7

3

2

1

71

14

3
 

Ejemplo:  =


dx
xx ln

5
 

Hacemos el cambio:  === xdtdxdt
x

dx
txln  

   +=+==


=


CxCt
t

dt
xdt

tx
dx

xx
lnln5ln55

5

ln

5
 

Ejemplo: 

( ) ( )
  =

−
=

−
=

















====

==
=

−
dx

t

dt

t
tt

dt
dxdtdx

dx
xxxx

xx

x

x

22
222 1

1

3ln

1

3ln1

1

3393

3ln
33ln3

91

3
 

 

CarcsenCarcsent x +=+= 3
3ln

1

3ln

1
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Ejemplo:  ( ) ( ) ( )  =−=−=−=








−==+

==+
=+ dtttdtttdttt

txtx

dtdxtx
dxxx 2/12/32/1 222

22

2
2  

 

( ) ( ) CxxC
tt

++++=+−=
2/32/5

2/32/5

2
3

4
2

5

2

2/3
2

2/5
 

 

Ejemplos: 

 

1)  =








+==







+ 2

3

1
2

3

1
8

xtdxx   2)   === senxtdx
senx

xcos
 

 

CASOS PARTICULARES: 

 

1º.-  =xdxxsen mn ·cos  

 Si n es impar, se hace el cambio t = cosx. 

 Si n es par y m es impar, se hace el cambio t = senx. 

 Si n y m son pares, se pueden utilizar las fórmulas: 

 
2

2cos1
cos;

2

2cos1 22 x
x

x
xsen

+
=

−
=  

 De otra forma: si n y m son pares, el cambio es tgx=t: 

 
2

2
2

2

2

2 1
sen;

1

1
cos;

1 t

t
x

t
x

t

dt
dx

+
=

+
=

+
=  

 

2º.-  =− dxxa 22
  Cambio: x=a·sent 

 

3º.-  =
−

dx
xa 22 4

2
  Cambio: x = a · t 

 

4º.-  =
+ 22 xa

dx
 Cambio x=a·t 

Ejemplo: 

( ) ( ) ( )  =−−−=−−=








−=

=
= dxsenxxxdxsenxxxsen

senxdxdt

xt
xdxxsen 2222425 coscos1··cos

cos
·cos  

 

( ) ( ) ( ) =+







+−−==+−−=+−−=−−=   C

ttt
dttttdttttdttt

75

2

3
2211

753
642242222   

 

C
xxx

+







+−−=

7

cos

5

cos2

3

cos 753

 

 

Ejemplo:  =− dxx24  

Hacemos el cambio: === tdtdxsentxsent
x

cos22
2
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( ) =
+

==−=−=−  td
t

dtttdttsendttsentdxx
2

2cos1
4cos4cos214cos2244 2222  

C
x

arcsensen
x

arcsenC
tsen

tdttt +







+








=++=








+=  2

2
2

·2
2

2
222cos

2

1

2

1
4  

Ejemplo: 

CxsenxCxsenxxdxxdx
x

dxxsen +−=+−=−=
−

=  2
4

1

2

1
2

2

1

2

1

2

1
2cos

2

1

2

2cos12  

Ejemplo:  =−=
















=

=
=








−=

−
tdttsen

tdtdx

x
sent

dx
x

dx
x

cos21
4

2

cos2

2
2

1
4

2

4

2 2

22

 

Cx
xx

arcsenC
tsen

ttd
t

dtt +−+=+







+=

+
== 

22 2
824

1

2

2

4

1

2

2cos1

2

1
cos

2

1
 

Ejemplo:  =
− 249

5

x

dx
 

Hacemos el cambio: === tdtdxtxtx cos
2

3
sen

2

3
sen32  

C
x

Ctdt
t

tdt
tdt

tx

dx
+








=+==

−
=

−
=

−
 3

2
arcsen

2

5

2

5

2

5

sen19

cos

2

15
cos

2

3

sen99

5

49

5

222
 

 

Ejemplo:  =
− 225

5

x

dx
 

Hacemos el cambio: == tdtdxtx cos5sen5  

 

C
x

t
t

tdt
tdt

tx

dx
+








===

−
=

−
 5

arcsen55
cos5

cos25
cos5

sen2525

5

25

5

22
 

Ejemplo:   =− dxx 225  

Hacemos el cambio: == tdtdxtx cos5sen5  

=
+

===−=−  td
t

dtttdttdtttdxx
2

2cos1
25cos25cos5cos5cos5sen252525 222  

 =++







=++=+=  Ctt

x
Cttdttdt cossen2

4

25

5
arcsen

2

25
2sen

4

25

2

25
2cos

2

25

2

25
 

 =+
−

+







=+−+








= C

xxx
arcsenC

xxx
arcsen

25

25

2

5

52

25

25
1

52

25

52

25 22

 

 Cx
xx

arcsenC
xxx

arcsen +−+







=+

−
+








= 2

2

25
252

25

5

25

2

5

52

25
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Fórmulas trigonométricas: 

 

( ) yxyxyx sencoscossensen +=+  ( ) yxyxyx sencoscossensen −=−  

( ) yxyxyx sensencoscoscos −=+  ( ) yxyxyx sensencoscoscos +=−  

( )
yx

yx
yx

tgtg1

tgtg
tg

−

+
=+

 
( )

yx

yx
yx

tgtg1

tgtg
tg

+

−
=−

 

xxx cossen22sen =  x

x
x

2tg1

tg2
2tg

−


=

 

xxxxx 2222 sen211cos2sencos2cos −=−=−=  

2

2cos1
sen2 x

x
−

=
 2

2cos1
cos2 x

x
+

=
 

( ) ( )
2

sensen
cossen

yxyx
yx

++−
=

 

( ) ( )
2

coscos
sensen

yxyx
yx

+−−
=

 

( ) ( )
2

coscos
coscos

yxyx
yx

++−
=

 

 

Ejemplo: 
=− dxx 24

 Hacemos el cambio: == tdtdxtx cos2sen2  

  ==−=− tdttdtttdttdxx 222 cos4cos2cos2cos2sen444
 

Utilizando las razones trigonométricas del ángulo mitad: 1cos22cos 2 −= tt , 

obtenemos: 

( ) CttC
t

tdttdt
t

tdt ++=+







+=+=

+
=  2sen2

2

2sen
22cos12

2

2cos1
4cos4 2

 

Deshacemos el cambio de variable: 









===

2
arcsen

2
sensen2

x
t

x
ttx

 

2

4

2
1sen1sen2cossen22sen

22

2 xxx
xttttt

−
=








−=−==

 

Por tanto, la integral buscada vale: 
C

xxx
dxx +

−
+








=− 2

4

2
arcsen24

2
2
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EJERCICIOS PROPUESTOS 
 

6º.- Resuelve las siguientes integrales por el método de integración más conveniente: 

 

 1. ( ) =+− dxxe x 22 12  
( )

( ) Ceex
ex xx

x

+−+−
+

−= −−
−

22
22

12
2

12
 

 2. = dxxx 23 ln  C
x

x
x

x
x

++−=
32

ln
8

ln
4

44
2

4

 

 3.  =
+

+
dx

x

xx

1

4
2

3

 Cx
x

+++= 1ln
2

3

2

2
2

 

 4.  =
+

++
dx

x

xx

1

242 2

 Cxx ++= 22  

 5.  =
−

−
dx

x

xx

4

3
2

23

 
( )

C
x

x
x

x
+

−

+
+−=

2

2
ln3

2

52

 

 6. 
( ) =
−

dx
x

x
2

4

1
 

( )
C

x
xxx

x
+

−
−−+++=

1

1
1ln43

3

2
3

 

 7. 
( )

 =dx
x

xlnln
 ( )  Cxxx +−= lnlnlnln  

 8.  =
−

−+
dx

xx

xx

4

8
3

45

 Cxxxx
xx

++−−++++= 2ln32ln5ln24
23

23

 

 9.  =
−+

+
dx

xx

x

32

85
2

 Cxx ++−−= 32ln
10

1
1ln

5

13
 

 10. ( ) = dxxx lnsen  
( ) ( )

C
xxxx
+−=

5

lncos

5

lnsen2 22

 

 11.  =
++ 2082 xx

dx
 C

x
arctg +

+
=

2

4

2

1
 

 12.  =
++ 12 xx

dx
 C

x
arctg +

+
=

3

12

3

2
 

 13.  =
++

−
dx

xx

x

73

115
2

 C
x

arctgxx +
+

−++=
19

32

19

37
73ln

2

5 2  

 14.  =
+−

dx
xx 52

2
2

 C
x

arctg +
−

=
2

1
 

 15.  =
+−

−
dx

xx

x

122

13
2

 ( ) Cxarctgxx +−++−= 12
2

1
122ln

4

3 2  

 

7º.- Halla f(x) si sabemos que f(0)=1; f’ (0)=2 y f’’ (x)=3x. 

Solución: 12
2

)(
3

++= x
x

xf  

 

 


